ULC 014 J. 0950

SESSION 2000

Filiere MP

INFORMATIQUE

(Epreuve commune aux ENS : Ulm, Lyon et Cachan)

DUREE : 4 heures

L'usage de la calculatrice n’est pas autorisé

Tournez la page S.V.P.



Les correcteurs attendent des réponses précises et concises aux questions posées. On
demande 3 plusieurs reprises de proposer des algorithmes. On exprimera ces algorithmes
avec un point de vue de haut niveau, sans décrire leur implantation effective ni les struc-
tures de données utilisées (cf Palgorithme proposé dans ’énoncé de la question 1.5). La
complexité d’un algorithme doit toujours étre comprise comme le nombre d’opérations
élémentaires (calculs, comparaisons, ...) nécessaires a son exécution.

1 Algorithmique des graphes

Un multi-graphe orienté fini (graphe dans la suite) est un couple (N, E) ot N est un
ensemble fini dont les éléments sont appelés les neeuds et ou E est un ensemble fini dont
les éléments sont appelés les arcs. A chaque arc e € E est associé un neeud initial i(e) € N
et un neeud final f(e) € N. Soit K un ensemble, un graphe valué dans K est un graphe
(N, F) muni d’une application ¢ : £ — K. Les éléments de K sont appelés les étiqueties.

Graphiquement, un nceud est représenté par un point, un arc e par une fleche orientée
du point i(e) vers le point f(e), éventuellement surmontée de P’étiquette ¢(e). Il peut y
avoir plusieurs fleches entre deux mémes nceuds, ainsi que des fleches bouclant sur un
nceud.

Un chemin (fini) p du graphe est une suite finie d’arcs dont les extrémités sont consé-
cutives : p = (e1,€2,...,€k), & € E, et f(e;) = i(ej+1). Le chemin p commence en i(e;)
et se termine en f(ex). On dit également que le chemin va de i(e;) & f(er). On utilise
la notation condensée z — y pour indiquer qu’il existe un chemin allant du nceud z au
noeud y. La longueur du chemin, notée |p|, est égale au nombre d’arcs. Par convention,
on considere qu’il existe un chemin de longueur nulle allant de % & u, pour tout nceud .
Un circuit est un chemin de longueur non nulle qui commence et se termine en le méme
neeud.

Soit un graphe (N, E) et un couple de nceuds distingués (7,j). Le graphe émondé
correspondant est le graphe (N/, E’) défini comme suit :

={ueN :isuu—sjlet E'={ecE : i(e) € N, f(e) e N'}.

Question 1.1.
Proposer et justifier un algorithme prenant en entrée un graphe et un couple
de neeuds distingués et retournant en sortie le graphe émondé. On réduira
autant que possible la complezxité, et on évaluera son ordre de grandeur.

Soit un graphe G = (N, E) valué dans les réels par ¢ : E — R. On suppose que l’on a
E C NxN;pour e = (u,v) € E, on suppose naturellement que i{fe) =uet f(e) =v.llya
donc au plus un arc pour chaque couple de nceuds. On pose n = Card(N) et m = Card(E)
(olt Card(S) est le cardinal de I’ensemble S). A un chemin p = (ei, ..., ex), on associe son
poids w(p) = p(e1) + -+ -+ @(ex). Par convention, un chemin de longueur nulle a pour
poids 0.

On définit W = (W;;); jen, matrice & valeurs dans RU {—o0}, de la fagon suivante
(avec max(a, ~o0) = max(—00, a) = a, pour tout a € RU {—o0}) :

W - { 0 =5 o o {99((1,3)) si (1,5) € Wi = max (WO, W)
- simnon —Oo0 sinon






