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1 Introduction

Le probléme propose de concevoir et d’analyser des algorithmes travaillant sur
des nombres entiers relatifs (sauf indication contraire, “nombre entier” sera
synonyme de “nombre entier relatif”). Les opérations autorisées pour manipuler
des entiers sont les suivantes (a et b représentent des variables de I’algorithme):

les trois opérations arithmétiques a + b, a — b, et a x b.

le calcul du quotient a div b et du reste a mod b de la division euclidienne
de a par b;

Paffectation, notée a := b;

les tests d’égalité ou d’inégalité.

Etant donné un entier z, taille(z) est par définition! égal & log(2+|z|). taille(x)
est donc une approximation de la taille de la représentation binaire de z; on
remarquera en particulier que taille(z) > 1 pour tout entier z. Les entiers ma-
nipulés étant de taille arbitrairement grande, il n’est pas réaliste de supposer
que les opérations ci-dessus peuvent étre effectuées en temps constant. On con-
sidérera dans ce probléme que le cotit d’'une opération est égal 4 la somme de la
taille de ses opérandes. Le colit d’'un algorithme sur une entrée donnée est par
définition égal & la somme du coiit des opérations effectuées par cet algorithme.
Dans certaines questions on s’intéresse aussi au nombre d’opérations effectuées
par un algorithme, que nous appellerons complexité de 1'algorithme. On pren-
dra garde de ne pas confondre le coiit d’un algorithme avec sa complexité.

Ezemple: méthode de Horner.
L’algorithme suivant permet d’évaluer un polynéme f(X) = Zfzo ag—; X*
en un point z.

y=ag
pouridel adfairey:=yxz+a;

retourner y.

Dans cet exemple f est donné par sa représentation dense, c’est & dire par
la liste de tous ses coefficients ag,a1,...,a4. On notera taille-dense(f) =
¢, taille(a;).

Le nombre d’opérations arithmétiques effectuées par la méthode de Hérner
est polynomial en d (il est en fait exactement égal & 2d). Comme les en-
tiers calculés au cours de cet algorithme restent de taille polynomiale en
taille-dense(f) + taille(z), on peut voir (nous invitons les candidats & s’en per-
suader) que le coiit de ’algorithme est lui aussi polynomial en taille-dense(f) +
taille(z). Ceci signifie qu’il existe une fonction polynomiale p tel que pour

'Dans ce probléme, tous les logarithmes sont en base 2; comme d’habitude, N, Z et Q
désignent respectivement ’ensemble des entiers naturels, des entiers relatifs et des nombres
rationnels.






