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Les correcteurs attendent des réponses claires et précises aux questions
posées. Les candidats prendront garde & ne pas détailler exagérément les
réponses aux questions faciles.

1 Introduction

Un ensemble d’états est un ensemble fini qui sera noté S dans la suite.
Soit n un entier strictement positif, une configuration de dimension n sur
’ensemble d’états S est une application de Z™ dans S. L’ensemble des confi-
gurations de dimension 7 sur S est donc noté Sz,

Un automate cellulaire est défini par un quadruplet (n,S,V, ) dans lequel
- n est un entier indiquant la dimension ;
— S est un ensemble d’états;
- V = (v1,-..,uv) est un l-uplet composé d’éléments de Z™. On appelle
V le voisinage et les v; sont appelés les voisins ;
- §: S'— S est la fonction locale de ’'automate cellulaire.

Un automate cellulaire A = (n, S, V, §) transforme une configuration en
une autre configuration par sa fonction globale (notée aussi A par abus de
langage) définie de S2" dans SZ” comme suit :

Ve € SZ7,Vu € Z™, A(c)(w) = é(c(u+v1),...,c(u+v)).

Un automate cellulaire est dit bijectif (respectivement injectif, surjectif) si
sa fonction globale est bijective (respectivement injective, surjective).

Les automates cellulaires sont, entre autres, utilisés pour modéliser des
phénoménes dynamiques discrets en physique ou en biologie. Dans ce cadre
de modélisation, les configurations périodiques et finies, et les propriétés de
surjectivité, injectivité, bijectivité et réversibilité sont cruciales. Nous allons
les étudier dans ce probléme.

1.1 Exemples

Un automate cellulaire de “translation” est un automate cellulaire de la
forme o, = (n, S, (—u), Id), ot u est un élément de Z™ et o1 1d est la fonction
identité. Un tel automate translate les configurations suivant u.

L’automate cellulaire “xor” noté X est le quadruplet (1, {0,1},(0,1),48x)
oudy: (z,y)— z+y mod 2.

Question 1.1 Montrez que X est surjectif et que toute configuration de
{0,1}Z admet ezactement 2 antécédents par X.



1.2 Périodicité

Soit une configuration ¢ € SZ”. Un élément ! = (I, ..., 1,) de Z" est une
période de ¢ si ! # (0,...,0) et si

VAEZ, VueZ" clu+ Al) =clu+ (A1, ..., Aln)) = c(u) .

Une configuration ¢ € SZ" est dite totalement périodigue si elle est pério-
dique suivant les 7 directions des axes; i.e. 8'il existe (py, ... ,p.) € (N\{0})®
tels que (p1,0,...,0),(0,p2,0,...,0),...,(0,...,0, p,) soient des périodes de
c.

Soit p = (p1,---,pn) € (N\ {0})*, on notera P, I’ensemble des confi-
gurations totalement périodiques de périodes (p1,0,...,0),...,(0,...,0,p,)
et on notera P ’ensemble des configurations totalement périodiques (S et n
étant sous-entendus).

Question 1.2 Montrez que pour tout p € (N\ {0})", A(P,) C P, et donc
que A(P) C P (i.e. '"image d’une configuration totalement périodique est
totalement périodique). Donnez un ezemple d’automate cellulaire tel que ces
inclusions soient strictes.

On note A |p la restriction de A de P dans P (i.e. Alp : P — P).

1.3 Finitude

Soit ¢ un état de S. Une configuration g-finie ¢ est une configuration
presque partout égale & ¢, i.e. ¢(u) ne peut étre différent de ¢ que pour un
nombre fini de u dans Z™. On notera ¥, I’ensemble des configurations ¢-finies
de SZ" (S et n étant sous-entendus).

Question 1.3 Soit ¢ € S. Montrez que l'image d’une configuration g-finie
par un automate cellulaire est ¢'-finie pour un certain ¢' (i.e. 3¢', A(F,) C
Fq). On donnera une expression de ¢’ en fonction de A.

On note A |7, la restriction de A de F, dans Fyr (i.e. A5, : Fy = Fy).
Question 1.4 Pour k € N\ {0}, on note A* la composée k-iéme de A. Justi-
fiez que AF est la fonction globale d’un automate cellulaire dont on ezprimera

le voisinage et la fonction locale en fonction du voisinage et de la fonction
locale de A. Montrez qu’il existe g € S et k € N\ {0} tels que A*(F,) C F,.

2 Propriétés générales

On admettra le théoréme suivant dont la preuve est combinatoire :
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