Maths PCSI Correction des exercices

Complexes

EXERCICE 1

On utilise simplement la relation |Z |2 = Z Z. On évitera d’utiliser des formes algébriques.
Géométriquement, on retrouve l'identité du parallélogramme : la somme des carrés des diagonales est

égale a la somme des carrés des cotés.

EXERCICE 2
L’inégalité demandée généralise I'inégalité triangulaire. On va la montrer par récurrence SOIGNEUSEMENT,
c’est-a-dire en signalant PRECISEMENT la propriété démontrée.

— Pour n>2, on définit P(n) la propriété suivante :

n n
“Si 21,...,2, € C, alors E zk‘g E |2k|”.
k=1 k=1

On aura noté que les z; sont introduits & chaque occurence : on ne part pas d’une famille 21, ..., z4 qui
servirait pour P(2), P(3),...P(15),...

— P(2) est vérifiée d’apres le cours.

— Supposons P(n) vérifiée pour un certain n>2 (fixé...), et montrons P(n + 1). Pour cela, prenons des
complexes 21,...,2,+1. En écrivant

zitzet+ ot zppr = (21 20) + Zag
et en utilisant I'inégalité triangulaire usuelle, on obtient :
|21 + 22+ + zng1] <z1 + 22+ o+ 2a] + 2]

On peut maintenant appliquer P(n) & la famille zy, ..., 2,, pour obtenir I'inégalité souhaitée.
— Le principe de récurrence permet d’affirmer que P(n) est vérifiée pour tout n>2.

Pour les cas d’égalité, la condition proposée est facilement suffisante (le vérifier tout de méme!). Pour
montrer qu’elle est nécessaire, on raisonnera soigneusement (comme toujours. .. ) par récurrence, en utilisant
le cas d’égalité prouvé dans le cours.

On cherche z sous la forme a+bi. 'équation proposée est alors équivalente® au systeme

EXERCICE 3 {12&2 AR 3

ab
ce qui, si on a compris le sens des mots ET et OU, se résout en

3 3
= 2—7 = 2:— —
(a=0 et b —4) ou (b=0 et a 12 4),

de sorte que ’ensemble des solutions est :

EXERCICE 4
_ (1 + 2)271, _ (22)” _ 2neni7r/2;
— 147 =e"/3 (pourquoi ?), donc (1 + j)2* = e2im/3

Lapres identification des parties réelles et imaginaires des deux membres de ’équation




1 —44/3\ 1515
- ( 1+ )
24.441 + 21, donc

2e~m/3 | 1515 1515 . 7.1515
= ( ) =2 e "I ", et on peut éventuellement noter que 7.1515 =

\/ieiw/él

7.1515 21 3
- = Zrr=—n]2
2 "= Tqpm =g,
7.1515 ,
de sorte que e 12 " = ei™/4;

— en multipliant numérateur et dénominateur par cos?

«, on obtient :

(1+itana)®  (cosa +isina)?

1+ tan? o cos? a + sin? a
— on reconnait des termes de la forme 1+ ¢*%# :

1+sinf+icos® 1+ei™/270  2cos(m/4—0/2)e!"/40/2) iln/2-9)
1+sinf —icos® 14el0-7/2)  2cos(0/2 — m/4)eil0/2-7/4) :

EXERCICE 5 142 ‘
- Soit p:z€ U\ {1} — 15" si z € U\ {1}, on peut écrire z = e* avec 6 €]0,27[. On a alors
-z

_ 1+e?  2cosf/2e/? _cos6/2

C1—e®  24sin6/2ei/2 7Zsin0/2

o(2) = —icotan 5

Ainsi, ¢ est a valeurs dans Ri. Mais par ailleurs, si on prend un élément de Ri, disons zi (z € R), on
sait (pourquoi ?) qu'’il existe p €]0, [ tel que cotan p = x; on a alors p(e??) = x4, d’ou la surjectivité.
Enfin, pour 'injectivité, on suppose que (z1) = p(22), avec 21 = e et 2y = €2, 61,0, €]0,27[ : on
a alors cotan ?1 = cotan 52, donc par injectivité de cotan sur |0, 7], on obtient 6; = 65, puis z; = zs.
+ iz

1
Le fait que ¢ : z € R~ 1 soit & valeur dans U est clair (¢(z) est de la forme i, donc son module
z

est 1). Par ailleurs, il semble difficile d’avoir ¥ (z) = —1, de sorte que ¢ est en fait & valeurs dans

U\ {-1}.

Maintenant, fixons Z € U\ {—1}, et cherchons un éventuel antécédent x par . On peut écrire Z = e*

pour un certain 6 €] — m, [, et équation (x) = Z équivaut apreés calcul & x = tan 3 Z admet donc

un unique antécédent par ¢, d’ou la bijectivité.

EXERCICE 6
A partir de Moivreries, ou par tout autre moyen, on trouvera comme Maple :

cos 30sin 660 = sin9(128 cos® 0 — 224 cos® 0 + 120 cos* 6 — 18 cos? 6’).

EXERCICE 7
Apres avoir OBLIGATOIREMENT traité le cas p = 2 ou/et p = 3, on voit comment les termes vont se
regrouper (en particulier avec le terme central qui reste seul), se qui rend naturel le calcul suivant :

2p

2

1 1 &
cos?? 0 (7(61'9 n e—w)) = o Z Ok okif g—(2p—k)i6
k=0

0127 1 p—1 2p
14 k . 2(k—p)i6 Z r . 2(r—p)if
2+ 5 (Do Che + 3 Cpe
k=0 r=p+1
On “retourne” la deuxieme somme pour pouvoir regrouper les termes conjugués, en posant k =2p — 7 :

p—1

2p p—1
—p)i 2p—k —k)i —2(k—p)i
§ C£p€2(r p)id _ E 022 e2(1) k)io _ § :Clgpe 2(k p)ze’
k=0

r=p+1 k=0




si bien qu’en regroupant les deux sommes, on obtient :

(o4 1 =,

2ppg_ 2

cos*P § = wr + 5251 Z C3, cos2(p — k)0.
k=0

Sur le méme principe, on trouvera :

1 &
cos?PTl g = 5% kE: C’Spﬂ cos(2p + 1 — 2k)0,
=0

gy O CDPRS ke
sin 0= 20+ 5 > (-1)kCk, cos2(p — k),
k=0

1 & .
o > (=1)*Ch, 41 sin(2p + 1 — 2k)6.
k=0

sin?Pt1g =

EXERCICE 8
La somme demandée est la partie réelle de

S = Ck ikx _ 1 iz\n _ (2 7) niz/2
kE,O e (1+e") cos ) e ,

nxr

x n
et la somme recherchée est donc 2™ (cos 5) cos 5

EXERCICE 9
Notons R I’ensemble des racines de z!! = —1 : il s’agit de ’ensemble des opposés des racines de z'! = 1
(puisque z'' =1 si et seulement si (—2)!* = —1. Ainsi, la somme des éléments de R vaut 0.

Si on note p = ™/ on a (justifier) :

R = {P, p37p5’p77p9’ *1aﬂl3aP15aP177P19,P21}-

La somme des parties réelles de ces termes vaut d’une part 0, et d’autre part —1+ 25, ou S est la somme

demandée (faire un dessin. .. ), de sorte que 25 — 1 =0 puis S = 3

EXERCICE 10
On applique la méthode vue en cours, et on trouve comme Maple :

V5

5
pour 2+ ¢ : 1+7+i —1+§etsonopposé;
pour 49 —3 : 142t et —1 — 2¢;
pour 8 —15:1+4i et —1 — 43
pour 9+ 407 : 5+ 4i et —5 — 44.

EXERCICE 11
Il y avait manifestement (cf feuille Maple jointe) une erreur d’énoncé : il fallait lire 27(z — )% — (2 +14)® = 0.

. L - . z—1\¢ -
—1i n’étant pas solution, I’équation est équivalente & (\/g ) = 1. Or, pour chacun des éléments w
z+1

—|—\/§w
1—\/§w

Pour obtenir les mémes résultats que Maple, il reste a calculer un peu, sachant que les éléments de Ug
ont une expression algébrique simple. . .

de Ug, ’équation \/§T = w admet exactement une solution, a savoir 4
z+1




EXERCICE 12
Commengons par chercher la solution imaginaire pure sous la forme z = \i, avec A € R. L’équation devient :

—i(i — DA 4+ (5 — 11)A* — (43 4+ 4)\i + 9 + 375 = 0,

A 11X+ 249
AP 4+5X2 —430+37 = 0

A3 — 1IN+ A +9 7
7 , et finalement, A = 1 est une solution (on n’a pas envie de vérifier pour 1)

A —1102+ 249

0 .
AN 1IN LT - solt encore

soit encore { ce qui est équivalent & : {

A=1lou = 1
11 reste & écrire (pourquoi et comment ?) :

(i —1)2% — (5i — 11)2? )z+9+37z

((4 —1)2° + (10 — 61)z + 9i — 37)
(z —1)(2* — (8 + 24)z + 23 + 144)
(

z—1i)(z— (5—2i)) (2 — (34 40)).

)
1)
1)

EXERCICE 13 5
— z = 1 n’étant manifestement pas solution, on recherche ’ensemble des z # 1 tels que
s’agit de : o
U5 \ {1} = {waw27w3 = w27w4 = w}a
avec w = e27/5,
— Si z est une des solutions précédentes, on a z # 0, ce qui permet d’écrire :

) 11
Z2+z+14+ -+ 5 =0,
z z

soit encore avec z =z + 1/z : 22+ — 1= 0.

2w
— Si en particulier on prend z = w, on a alors = 2 cos = qui est I'une des racines de 2 +z — 1 =0,

-1-v5  —1+5

2
c’est-a-dire 5 ou > - Comme par ailleurs 0 < g < g,

2
on a 2 cos - > 0, de sorte que :

27r_—1+\/5

cos — =
5) 4

EXERCICE 14
Une résolution PROPRE du systéme (c’est-a-dire avec pivot de Gauss) permet de montrer (comme Maple)
qu’il existe une unique solution, a savoir

%(a—kb—}—c)

(a + 5%+ jc)
(a +jb+ j2c)

Puisque a, b, c € R, ces solutions sont réelles si et seulement si j2b + jc et jb + j2c le sont, ce qui revient &
dire (prendre les parties imaginaires) : b = c.

EXERCICE 15 . .
Tout d’abord, il existe un unique point  tel que QA = QB et (QA,@) =3 [27r]. On le prouve par

analyse géométrique classique de la situation : ce point est NECESSAIREMENT situé sur la médiatrice de




[AB], et sur la droite passant par A, et de vecteur directeur u tel que (ﬁ, ) = Z [27] (triangle ABQ

isocele...). RECIPROQUEMENT, ces deux droites s’intersectent effectivement en un point Q, qui vérifie
alors les conditions.

z—2 T
=T

—
Maintenant, arg " 27| est équivalent & (M A, M g) = % [27]. On sait alors que si C désigne le
z+1i

cercle de centre 2 et passant par A et B, on a :
A WE
(MA,MB)=—[r] < MecC\{A, B}

Si on écrit C = {A, B} UA; U Ay, ot Ay et Ay sont les deux arcs de C reliant A et B, les M € A; sont ceux
vérifiant (M A, MB) = % [27], et ceux de Ajg sont cuex vérifiant (M A, MB) = —?%T [27]. Le lieu recherché
est donc A;.




